
Institut für Mathematik

MLU Halle-Wittenberg

Dispersive partielle Differentialgleichungen

Tomá² Dohnal

SoSe 2018

Blatt 2

wird besprochen am 3.5.2018

Problem 1: Lösen Sie die Poisson-Gleichung in Rn

−∆u(x) = f(x), x ∈ Rn

mit f ∈ L2(Rn) formal mit Hilfe der Fourier-Transformation.

a) Unter welcher Bedingung an f̂ liefert dies eine H2(Rn)-Lösung?

b) Reicht für u ∈ H2(Rn) die Bedingung |f̂(k)| < c|k|α für alle |k| < 1 mit einem α ∈ R?

c) Unter welcher Bedingung an f̂ erfüllt die Lösung u ∈ C2(Rn)?

d) Wie ändern sich diese Bedingungen für die Gleichung

−∆u(x) + au(x) = f(x), x ∈ Rn

mit a > 0?

Hinweis: Für s ∈ N0 ist u ∈ Hs(Rn) genau dann, wenn (1+|.|s)û ∈ L2(Rn). Und D̂αu(k) = (ik)αû(k)

für alle Multi-Indices α ∈ Nn0 , |α| ≤ s, falls u ∈ Hs(Rn). Zeigen Sie für (c), dass ĝ ∈ L1(R) ⇒ g

gleichmäÿig stetig auf R.

Problem 2: Was sind die Dispersionsrelationen (der linearen Teile) folgender Gleichungen?

(i) Balkengleichung: ∂2t u+ a∂4xu = 0, a > 0, t > 0, x ∈ R

(ii) Kadomtsev-Petviashvili-Gl.: ∂x1(∂tu+ ∂3x1u+ u∂x1u) + ∂2x2u = 0, t > 0, x ∈ R2

(iii) Wärmeleitungsgleichung: ∂tu = ∆u, t > 0, x ∈ Rn

(iv) Coupled-Mode-Gleichungen:

i(∂tu+ ∂xu) + κv + (|u|2 + 2|v|2)u =0

i(∂tv − ∂xv) + κu+ (|v|2 + 2|u|2)v =0

mit κ > 0, t > 0, x ∈ R

(v) Camassa-Holm-Gleichung: ∂tu+ 2κ∂xu− ∂t∂2xu+ 3u∂xu = 2∂xu∂
2
xu+ u∂3xu,

κ > 0, t > 0, x ∈ R
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Folgende Probleme sollten nach der Vorlesung am 25.4. klar sein:

- Zeichnen Sie für (i),(iv) und (v) qualitativ die Lösung nach einer langen Zeit, falls die Anfangsdaten

ein lokalisierter Impuls sind (analog zur Vorlesung).

- Welche Wellenzahlen wandern für (ii) in Richtung (1, 0)T (Osten), (−1, 0)T (Westen) und welche in

Richtung (−1, 1)T (Nord-Westen)?

Problem 3: Unter welchen Vorraussetzungen an u0 erfüllt die durch die Fouriertransformation erhal-

tene Lösung des Anfangswertproblems für die lineare Kadomtsev-Petviashvili-Gleichung aus Aufgabe

1 (ii) mit u(·, 0) = u0, dass ∂x1∂tu, ∂
4
x1u, ∂

2
x2u ∈ C(R2 × R)?

Problem 4: (Methode der stationären Phase)

Verstehen Sie den Beweis für die Methode der stationären Phase (Satz B.7 im Skript) und

schreiben Sie im Detail den Beweis von

Theorem 0.1 Sei c ∈ R, f ∈ C1(R) ∩ L1(R), h ∈ CN (R), f(c) 6= 0, h′(t) 6= 0 für alle t ∈ R \
{c}, h′(c) = h′′(c) = · · · = h(N−1)(c) = 0, h(N)(c) 6= 0, (f/h′)′ ∈ L1(R). Dann gilt für I(x) :=∫
R e

ixh(t)f(t) dt

I(x) ∼ 2

N
Γ

(
1

N

)
f(c)eixh(c) cos

( π

2N

)( N !

|h(N)(c)|x

) 1
N

(x→∞) für N ungerade,

∼ 2

N
Γ

(
1

N

)
f(c)eixh(c)ei

π
2N

sign(h(N)(c))

(
N !

|h(N)(c)|x

) 1
N

(x→∞) für N gerade.
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