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Problem 1: (Wellenpakete)

(a) Zeigen Sie, dass für kleine |ε| � 1, φ ∈ C2(Rn) beliebig und k0 ∈ Rn

v(x, t) = ei(k0·x−|k0|
2t)φ

(
ε(x− 2k0t)

)
eine approximative Lösung der Schrödinger-Gleichung

i∂tu = −∆u, x ∈ Rn

ist, in dem Sinne, dass

i∂tv(x, t) + ∆v(x, t) = O(ε2) für ε→ 0.

(b) Betrachten Sie eine skalare Gleichung

∂tu = P (∇)u, x ∈ Rn

mit einem Polynom P : Rn → C. Angenommen, die zugehörige Dispersionsrelation ω = W (k)

ist für reelle Wellenzahlen reell. Zeigen Sie dann, dass

v(x, t) = ei(k0·x−W (k0)t)φ(ε(x−∇W (k0)t))

eine approximative Lösung für beliebige φ ∈ C2(Rn) und k0 ∈ Rn ist, d.h.

∂tv(x, t)− P (∇)v(x, t) = O(ε2) für ε→ 0.

Hinweis: Leibniz-Formel.

Problem 2: (Bloch-Eigenwertproblem)

(a) Formulieren Sie für die drei folgenden Gleichungen das (räumliche) Bloch-Eigenwertproblem.

i∂tu+ ∂2xu− V (x)u = 0, x, t ∈ R, V (x+ 2π) = V (x) für alle x ∈ R (0.1)

i∂tu+ ∆u− V (x)u = 0, x ∈ Rn, t ∈ R, V (x+ 2πej) = V (x) für alle x ∈ Rn, j ∈ {1, . . . , n}
(0.2)

α(x)∂2t u− ∂2xu = 0, x ∈ R, t ∈ R, α(x+ 2π) = α(x) für alle x ∈ R, (0.3)

wobei ej der j−te euklidische Einheitsvektor in Rn ist und die Funktionen V und α reellwertig

sind. Für die weiteren Aufgaben heiÿen die Eigenwerte des Bloch-Eigenwertproblems ωj , j ∈ N
(oder Z) wobei ωj : B→ R und für jedes k ∈ B := (−1/2, 1/2]n die Enumerierung von (ωj(k))j
so gewählt wird, dass ωj(k) ≤ ωj+1(k) ≤ . . . für allle j.
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(b) Drücken Sie durch die k−Di�erenzierung der Eigenwertgleichung für (0.2) und (0.3) die Grup-

pengeschwindigkeit∇ωn(k) mit Hilfe von Integralen der Eigenfunktion und ihrer x−Ableitungen
(aber nicht ihrer k−Ableitungen) aus.

(c) Zeigen Sie, dass in allen drei Fällen die Eigenwerte ωn(k) (d.h. die Bandstruktur) punktsym-

metrisch um k = 0 sind, d.h. ωn(−k) = ωn(k) für alle n ∈ N und k ∈ (−1/2, 1/2)n.

(d) Zeigen Sie, dass für (0.1) die Eigenwertfunktionen k 7→ ωn(k) streng monoton auf [0, 1/2] (und

wegen (c) auch auf [−1/2, 0]) sind.

Hinweis: Das Eigenwertproblem ist eine gewöhnliche DGL zweiter Ordnung. Nutzen Sie eine

Eigenschaft von DGL's zweiter Ordnung aus.

Problem 3: (Bloch-Transformation) Betrachten Sie für ein L > 0 die Bloch-Transformation in einer

Dimension

T (f)(x, k) := f̃(x, k) =
∑
m∈Z

f̂
(
k +m2π

L

)
eim

2π
L x

und die Abbildung

T1f̃(x) := (2π)−1/2
∫
B
eikxf̃(x, k)dk, (0.4)

wobei B := (−π/L, π/L]. Zeigen Sie, dass für u ∈ S(R) ist T1T u = u und für ũ ∈ C∞bp (B, Hs(0, L))

mit s ∈ N0 ist T T1ũ = ũ.

Hier ist f 7→ f̂ die Fourier-Transformation und

C∞bp (B, Hs(0, L)) := {u : B→ Hs(0, L), k 7→ u(·, k) : ∃v ∈ C∞(R, Hs(0, L))

with v
(
x, k + 2π

L

)
= e−i

2π
L xv (x, k) , u = v|k∈B

}
.
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