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Aufgabe 1: Für die partiellen Di�erentialgleichungen a)-e) soll jeweils eine Funktion

F : RM → RN , mit geeigneten M,N ∈ N gefunden werden, so dass

F
(
y, u(y), ∂y1u(y), . . . , ∂ynu(y), ∂2

y1u(y), ∂y1∂y2u(y), ...∂2
ymu(y), . . .

)
= 0

gilt, falls u(y) eine Lösung der Di�erentialgleichung ist. Weiter soll die Ordung der Di�erential-

gleichung bestimmt werden und es soll geprüft werden, ob es sich um eine lineare Gleichung handelt.

a) Korteweg-deVries-Gleichung: ut + 6uux + uxxx = 0.

b) Biharmonische Gleichung: ∆∆u = f(x) mit f : R2 → R gegeben.

c) Black-Scholes-Gleichung: ut+
1
2σ

2x2uxx+ rxux− ru = 0, wobei σ, r gegebene Konstanten sind.

d) Schrödinger-Gleichung: i~ut + ~2
2m∆u = V (x)u , wobei ~,m konstant, V : R3 → R gegeben.

e) FitzHugh-Nagumo-System: ut = ∆u − u3 + λu − σv, τvt = α∆v + u − v, wobei α, λ, σ, τ
gegebene Konstanten sind.

Hinweis: Zum Beispiel, für die Wärmeleitungsgleichung ut − ∆u = f(x, t) mit f : Rn × R → R
gegeben, kann man F (a, b1, . . . , bn, c) := a −

∑n
j=1 bj − c wählen (M = n + 2, N = 1), und die

Gleichung ist äquivalent zu F (ut, ∂
2
x1u, . . . , ∂

2
xnu, f) = 0. Die Gleichung ist linear und von Ordnung

zwei.

Aufgabe 2: Sei u ∈ C2
(
R3
)
und v, w : R3 → R3 ∈ C1

(
R3
)
. Zu zeigen ist, dass

a) ∇ · (∇× u) = 0, u : R3 → R3

b) ∇× (∇u) = 0, u : R3 → R

c) ∇×∇× u = ∇(∇ · u)−∆u, v, w : R3 → R3, wobei ∆u =


∆u1

∆u2

∆u3


d) ∇ · (v × w) = w · (∇× v)− v · (∇× w)
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Aufgabe 3: Zeige für L > 0 und k, j ∈ N0, dass

a)
L∫
0

cos
(
k 2π
L x
)

cos
(
j 2π
L x
)
dx =

{
L
2 δjk , (j, k) 6= (0, 0)

L , (j, k) = (0, 0)

b)
L∫
0

sin
(
k 2π
L x
)

cos
(
j 2π
L x
)
dx = 0 ∀j, k ∈ N0.

Aufgabe 4: Sei Ω ⊂ Rn ein Gebiet mit C1-Rand ∂Ω und äuÿerem Normalenfeld ν. Es sei u ∈ C2
(
Ω̄
)

eine Lösung von

−∆u =f in Ω

∂νu =ψ auf ∂Ω.

Es ist zu zeigen, dass dann notwendigerweise∫
∂Ω
ψ(x) dS(x) = −

∫
Ω
f(x) dx

gelten muss.
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