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Aufgabe 1: (25P)

(a) Für ein L > 0 sei f ∈ C([0, L],R stückweise C1. Zeige mit Hilfe der Sätze aus der Vorlesung,
dass dann die Kosinusreihe
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gleichmäßig gegen f auf [0, L] konvergiert.

(b) Bestimme für f ∈ C([0, L],R) stückweise C1 durch Eigenfunktionentwicklung die Lösung der
eindimensionalen Poisson-Gleichung mit homogenen Neumann-Randdaten

−u′′(x) = f(x), x ∈ (0, L)

u′(x) = 0, x ∈ {0, L}.

Argumentiere, dass a0 = 0 in der Entwicklung von f nötig für die Existenz einer Lösung ist.

Aufgabe 2: (20P) Der Laplaceoperator in R2 in Polarkoordinaten
Sei u ∈ C2

(
R2,R

)
. Man betrachte in Polarkoordinaten Φ : [0,∞) × [0, 2π) → R2, (r, ϕ) →

(r cosϕ, r sinϕ) die Funktion ũ := u ◦ ϕ mit ũ(r, ϕ) = u(r cosϕ, r sinϕ). Zeige die Darstellung
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des Laplaceoperators für x = Φ(r, ϕ) und r > 0.

Aufgabe 3: (35P) Das Dirichlet-Problem für die Laplace-Gleichung auf der Einheitss-
cheibe B1(0) := {x ∈ R2 : |x| < 1}

Betrachte für eine Funktion h ∈ C1(∂B1(0))

−∆u(x) = 0, x ∈ B1(0)

u(x) = h(x), x ∈ ∂B1(0)

und bestimme die Lösung mit Hilfe von Separation der Variablen.

Hinweise:

1. Schreibe das Problem in Polarkoordinaten (r, ϕ) um.
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2. Im Seprationsansatz R(r)Φ(ϕ) sind Φ und Φ′ 2π-periodische Funktionen (da ϕ Winkelkoori-
nate).

3. Die Euler-Gleichung r2R′′(r) + rR′(r) − k2R(r) = 0 hat für r > 0 und mit k ∈ N folgende
Lösungen:

R(r) =

{
α+ β log(r) für k = 0

αrk + βr−k für k ∈ N

mit α, β ∈ R frei. Argumentiere, dass in beiden Fällen β = 0 für R aus der Lösung der
Laplace-Gleichung ist.

Aufgabe 4: (20P) Invarianz des Laplaceoperators unter orthogonalen Variablentransfor-
mationen
Sei u ∈ C2(Rn,R). Zeige, dass

∆(u ◦ T )(x) = ∆u(Tx) für alle x ∈ Rn,

falls T ∈ Rn×n eine orthogonale Matrix ist.
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