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Aufgabe 1: (40 P)

Betrachte auf dem Gebiet Ω = B1(0) \ {0} ⊂ Rn, n ≥ 2 das Dirichletproblem

∆u = 0 in Ω,

u = h auf ∂Ω,

wobei h(x) = 0 für |x| = 1 und h(0) = 1. Zeige, dass

uP (x) :=

{
0, x 6= 0

1, x = 0

die Perron-Lösung ist.

Hinweis: Konstruiere eine Folge (wk)k∈N von Oberfunktionen, für die wk(x)→ uP (x) (k →∞) für

alle x ∈ Ω. Argumentiere, dass dies ausreicht, um zu schliessen, dass uP die Perron-Lösung ist. Die

Folgenglieder können stückweise aus konstanten und der Fundamentallösung gebastelt werden.

Aufgabe 2: (40 P) (Hebbare Singularität)

Sei Ω ⊂ Rn, n ≥ 2 ein Gebiet, x0 ∈ Ω und betrachte eine auf Ω \ {x0} harmonische Funktion u. x0
heiÿt hebbare Singularität von u, falls eine in Ω harmonische Funktion ũ existiert mit u(x) = ũ(x)

für alle x ∈ Ω \ {x0}. Zeige, dass, falls

lim
x→x0

u(x)

Φ(x− x0)
= 0,

dann ist x0 eine hebbare Singularität von u. Φ ist hier die Fundamnetallösug für den Laplace-

Operator.

Hinweis: Betrachte auf BR(x0)\{x0} (mit BR(x0) ⊂ Ω) die Funktion vε(x) := u(x)−v(x)+ε(Φ(x−
x0)−Φ(Re1)), wobei v(x) :=

∫
∂BR(x0)

KR,x0(x, y)u(y)dS(y) das Poisson-Integral für den Ball BR(x0)

ist. Zeige, dass in BR(x0) \ {x0} gilt vε ≥ 0 für ε ≥ 0 und vε ≤ 0 für ε ≤ 0. Es muss auf dem Ring

BR(x0) \Bδ(x0) gearbeitet werden und δ → 0+ muss untersucht werden.

Aufgabe 3: (20 P)

Zeige, dass für Ω := B1(0) \ {0} ⊂ Rn, n ≥ 2 das Problem aus Aufgabe 1, d.h.

∆u = 0 in Ω,

u = h auf ∂Ω,

wobei h(x) = 0 für |x| = 1 und h(0) = 1, keine klassische Lösung hat.

Hinweis: Aufgabe 2.
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