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Allgemeine Hinweise: Begründen Sie alle Schritte möglichst detailliert. Erklären Sie insbesondere

alle Vertauschungen von Grenzübergängen.

Aufgabe 1: (10 P) Sei Ω ⊂ Rn ein beschränktes Lipschitz-Gebiet.

(a) (6 P) De�nieren Sie die Greensche Funktion G für den Laplace-Operator zum Dirichlet-Problem

auf Ω.

(b) (4 P) Angenommen G existiert, wie lautet die Darstellung der klassischen C2(Ω)-Lösung von

−∆u(x) = f(x), x ∈ Ω

u(x) = h(x), x ∈ ∂Ω

mit f ∈ C(Ω), h ∈ C(∂Ω)?

Erklären Sie alle Ausdücke, die Sie benutzen, möglichst explizit.

Aufgabe 2: (13 P) Sei R > 0, x0 ∈ Rn, u ∈ C2(BR(x0),R) und −∆u ≤ 0 in BR(x0), wobei

BR(x0) := {x ∈ Rn : |x − x0| < R}. Zeigen Sie, dass der Ober�ächenmittelwert mR(x0;u) :=
1

|Sn−1|Rn−1

∫
∂BR(x0)

u(x) dS(x) die Ungleichung

mR(x0;u) ≥ u(x0)

erfüllt.

Aufgabe 3: (10 P) Sei u ∈ C2(B1(0),R) harmonisch und |u(x)| ≤ M für alle x ∈ B1(0) und ein

M > 0. Zeigen Sie, dass für alle Multiindizes α ∈ Nn0 folgende Abschätzung für die Dα
x -Ableitung

gilt:

|Dα
xu(0)| ≤M

∫
∂B1(0)

|Dα
xK(0, y)|dS(y),

wobei K der Poisson-Kern für die Einheitskugel ist.

Aufgabe 4: (12 P) Sei Ω ⊂ Rn ein beschränktes Lipschitz-Gebiet, ν der äuÿere Einheitsnormalen-

vektor an ∂Ω, T > 0, f ∈ C(Ω× (0, T ),R), u0 ∈ C(Ω) und h ∈ C(∂Ω× [0, T )).

Zeigen Sie mit Hilfe der Energiemethode, dass die C2,1(Ω× (0, T ),R)-Lösung des folgenden An-

fangsrandwertproblems eindeutig ist:

∂tu(x, t)−∆u(x, t) = f(x, t), (x, t) ∈ Ω× (0, T )

u(x, 0) = u0(x), x ∈ Ω

∂νu(x, t) = h(x, t), (x, t) ∈ ∂Ω× (0, T )
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Aufgabe 5: (18 P) Berechnen Sie mit Hilfe der Eigenfunktionentwicklung die Lösung von

∂tu(x, t)− ∂2xu(x, t) = 1, (x, t) ∈ (0, π)× (0,∞)

u(x, 0) = u0(x), x ∈ [0, π]

∂xu(0, t) = ∂xu(π, t) = 0, t ∈ [0,∞),

wobei u0 ∈ C1([0, π]). Skizzieren Sie dann den Beweis, dass das gegebene u eine klassische C2,1((0, π)×
(0,∞)) ∩ C([0, π]× [0,∞))-Lösung ist.

Aufgabe 6: (11 P) Sei g ∈ C3(R3) und h ∈ C2(R3) mit g, h, |∇g| ∈ L∞(R3) und u sei die Lösung

der Wellengleichung

∂2t u(x, t)−∆u(x, t) = 0, (x, t) ∈ R3 × (0,∞)

u(x, 0) = g(x), x ∈ R3

∂tu(x, 0) = h(x), x ∈ R3.

Zeigen Sie die Abschätzung

|u(x, t)| ≤ c(1 + t) für alle (x, t) ∈ R3 × (0,∞)

mit einem c > 0.

Aufgabe 7: (12 P) Leiten Sie die d'Alembert-Formel für die Lösung der Wellengleichung in R mit

den Anfangsdaten u(x, 0) = g(x), ∂tu(x, 0) = h(x) aus der Lösung der Transportgleichung her.

Aufgabe 8: (14 P)

(a) (7 P) Bestimmen Sie die explizite Form der Lösung mit Verdünnungswelle zum Problem

∂tu(x, t) + u3∂xu(x, t) = 0, (x, t) ∈ R× (0,∞)

u(x, 0) =

{
0, x ≤ 0

2, x > 0
.

(b) (7 P) Zeichnen Sie graphisch mit Hilfe der Charakteristiken die zulässige Schock-Lösung zu

∂tu(x, t) + u3∂xu(x, t) = 0, (x, t) ∈ R× (0,∞)

u(x, 0) =


0, x ≤ 0

2, x ∈ (0, 1)

1, x ≥ 1

.

Begründen Sie die Schock-Trajektorie und für die Teile, wo der Schock gerade ist, bestimmen

Sie die Steigung genau.

2


